13.

CADERNO DE QUESTOES

Olimpiada de Matematica
do

Distrito Federal

Nivel 2

8° e 9° Anos do Ensino

Fundamental
Segunda Fase - 20 de agosto de 2017

Nome completo
AIEEEEEESEESEEEEESEEEEEEEEENEEEEEEEEEE
Endere¢o completo
Complemento (casa, apartamento, bloco) Bairro

|||||||||||||||||||
Cidade CEP
HIEEEEEEEEENEEEEEEEN D] LT
Email Telefone (celular)
| |||||||||||||
Assinatura Telefone (alternativo)
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CODIGO DO ALUNO

INSTRUCOES

1. Preencha os seus dados no quadro acima. Utilize
letra de forma!

2. Escreva seu cédigo no espago acima e em todas
as paginas!

3. Lembre-se de assinar o quadro acima e a lista de
presenca.

4. A prova pode ser feita a ldpis ou a caneta.

5. A duracao da prova é de 3 horas. Vocé s6 poderd
deixar a sala de prova 45 minutos apds o inicio da
prova. Ao terminar a prova, entregue-a ao aplicador.

6. A solucao de cada questao deve ser escrita no
local reservado para ela, de maneira organizada e
legivel. Nao serao aceitas solugoes fora das dreas
destinadas a ela.

7. Na correcao serao considerados todos os racio-
cinios que vocé apresentar. Tente resolver o maior
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nimero possivel de itens de todas as questoes, prin-
cipalmente o item (a) de cada questao.

8. ATENCAO!!! Justifique todas as suas respostas.
RESPOSTAS SEM JUSTIFICATIVAS NAO SE-
RAO PONTUADAS!

9. Nao é permitido:

a. usar instrumentos de desenho, calculadoras ou
qualquer fonte de consulta;

b. comunicar-se com outras pessoas, além do aplica-
dor de provas;

c. usar quaisquer aparelhos eletronicos (celulares,
tablets, relégios com calculadora, méquinas fotogra-
ficas, etc.).

O nao cumprimento dessas regras resultard em sua
desclassificacao.

Boa prova!

Acesse nossa pagina www.omdf.com.br

GOVERNO DE

BRASILIA



ATENCAO!! Estudante, nio escreva nada nesta pagina!!!!
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Questao 1. Um quadriculado 4 x4 é chamado de quasiperfeito quando é preenchido com nimeros naturais

nao-nulos e satisfaz as trés condigoes abaixo:

1. A soma dos quatro nimeros de uma determinada linha, coluna ou diagonal é sempre igual. Esse

resultado é chamado de nimero mégico.

2. Os nimeros escritos nos quatro quadrados extremos, em sentido anti-horario, comegando pelo
extremo superior esquerdo sao iguais aos nimeros escritos na primeira linha, da esquerda para a

direita.

3. A soma dos quatro nimeros de qualquer quadriculado 2 x 2, exceto os dois laterais centrais, um

a esquerda e outro a direita, resultam no nimero mégico.

A figura ao lado ilustra um quadriculado quasiperfeito. Nele, a soma das linhas,
colunas e das duas diagonais é igual a 132 (mimero mégico de acordo com a con-
digdo 1), os quadrados dos extremos apresentam os numeros 18, 9, 19 e 86 em
sentido anti-horario (condicao 2) e qualquer quadriculado 2 x 2 selecionado tera
a soma dos seus numeros igual ao nimero maégico, exceto pelos quadriculados
formados pelos nimeros 12[93|26/93 e 11]2|11|16 (condicao 3).

1819 19|86
12 193 [ 11 | 16
93126 2 |11
9 |14 |100]19

(a) (5 pontos) Calcule a quantidade de divisores naturais do nimero mégico do quadriculado quasiperfeito

abaixo.

Solucao:

rais & ‘D+ (18)‘ =(1+1)(2+1)=6. Sao eles: 1, 2,3, 6,9 e 18.

Somando os elementos da primeira linha temos que o mimero madgico do qua-

5|2 813 driculado ¢ 9+2+6+1=18 =2'.32. Logo, a quantidade de divisores natu-

Corretor | Revisor

(b) (15 pontos) Complete o quadriculado abaixo de forma a satisfazer as trés condigdes citadas e conclua

que ele nao é quasiperfeito.

8 120120 |16
13
20
Solucao:
Inicialmente, denominemos cada quadrado do quadriculado por uma letra:
8 |20(20|16
a | b | c|d
e | fl18| 9
20\ h | i |J
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Tendo como referéncia a condigao 2, tem-se que j=20. Pela condigao 1 e considerando a primei-
ra linha do quadriculado, o nimero madgico é igual a 64 (8-1—20-1—20—1—16) e podemos concluir que

b=64—(8+13+j>=64—41=23. A partir dai, pela condicao 3, temos:
c=64—(20+20+b)=64—63=1
f=64—(b+c+13)=64—37 =27

Novamente pela condigao 1, teremos h = 64 — (20 +b+f ) =64 —-70 =—6. Ao continuarmos o processo,
todas as condigoes serao satisfeitas, mas o quadriculado contera um mimero negativo (nao natural). Logo, ele
nao serd um quadriculado quasiperfeito.

Corretor | Revisor

(c) (25 pontos) Calcule de quantas maneiras ¢ possivel preencher o quadriculado 4 x4 abaixo, no qual
o nimero escrito na terceira linha e segunda coluna é o sucessor do niimero escrito na primeira linha e
terceira coluna, de forma a obter um quadriculado quasiperfeito preenchido apenas por ntiimeros naturais
nao-nulos inferiores a 10.

Cc

c+1

Solucao:

O tinico preenchimento possivel para o quadriculado citado é o da figura abaixo.

A B c D

C—1|D+1|A— 1|B+1

D+1|C+1|B-1|A—-1

B |A-2|D+2| C

Considerando que cada quadrado deve estar preenchido por um nimero natural nao-nulo, inferior a 10,
teremos 7 possibilidades para a escolha do valor de A (3 a9),B (2a8),C (2a8)eD (1a?7), totalizando

74 = 2401 quadriculados quasiperfeitos satisfazendo a condigao do item.

Corretor | Revisor

2" Fase - - Ni i
ase - 20 de agosto de 2017 - Nivel 2 0 @
Pégina 4 D



NIVEL 2 CODIGODOALUNO| | | | | | | | | | | | |

Barema de Correcgao

Questao 1 - Nivel 2

Item Solucao Critérios de corre¢ao Pontuagao
Notou que 18 era o mimero méagico e concluiu que ha 6 divi- Até
sores naturais.

(a) 6 5 pontos
Errou no cédlculo do mimero de divisores, mas notou o 18 Até
como niimero magico.

2 pontos
s l20l20l16 Utilizou as condigoes do problema para preencher correta- Ateé
mente o quadriculado, concluindo que ele nao pode conter
nimero(s) negativo(s). 15 pontos
132381 |27 os . - .
Utilizou as condigoes do problema para preencher correta- Até
mente o quadriculado, mas nao foi capaz de concluir que ele
23127]13] 1 nao poderia conter nimero(s) negativo(s). 12 pontos

(b) 20|-6130|20 Preencheu corretamente pelo menos 3 nimeros seguindo as Até
condigoes citadas, mas errou algum célculo durante o proces-
so, gerando um quadriculado diferente do da resposta. 8 pontos

O quadriculado contém
um nimero negativo Percebeu que o niimero mégico igual a 64. Até

(nao natural).

3 pontos
Elaborou um modelo geral de solugao e concluiu, usando o Ateé
PFC que haveria 74 = 2401 solugdes possiveis. 25 pontos
(c) 2401 Desenhou um quadriculado quasiperfeito satisfazendo as Ateé
condicoes citadas.
10 pontos
PONTUACAO MAXIMA 45 pontos

Questao 2. Professor Zoroastro, do Colégio Tio Azambuja, estd trabalhando as operagoes aritméticas com
os alunos do 8° Ano do Ensino Fundamental. Ele propoe trés desafios aos seus alunos com os nimeros 1,
2,3,4,5,6,7,8¢9.

Resolva os desafios do Professor Zoroastro!

(a) (5 pontos) Desafio 1: De quantas maneiras diferentes podemos trocar seis simbolos * por seis sinais
(4+) e dois simbolos * por dois sinais (—) tal que a expressao 1% 2% 3% 4% 5% 6% 7% 8% 9 tenha valor
igual a 197 Apresente todas as solugoes!

Solucao:

Se trocarmos todos os simbolos * por sinais + temos a soma

1+24+34+4+5+6+7+8+9=45.

Agora devemos escolher dois simbolos * e troca-por dois sinais —. Se a somas desses dois niimeros é z,
entao a soma resultante é 45 — 22 como este valor deve ser 19 entao z deve ser igual a 13. As tinicas possi-

bilidades para se obter soma 13 com dois dos mimeros 1,2, 3, ...,9sa0 44+9, 5+8, 6+ 7.

Corretor | Revisor
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(b) (15 pontos) Desafio 2: Os digitos 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 podem ser usados, cada digito uma unica vez,
para formar nimeros inteiros cuja soma é igual a 333. Por exemplo, 23 + 45 + 76 4+ 189 = 333 .

E possivel formar nimeros inteiros com os digitos 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, utilizando cada digito uma tnica
vez, tal que sua soma seja 4447 Justifique sua resposta!

Solucao:

Nao é possivel! Basta observar que o resto da divisao de um nimero por 9 é igual ao resto da soma de seus
algarismos por 9. Se vocé formar k£ nimeros com os algarismos 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, entao o resto da soma

desses k nimeros por 9 é igual ao restode 1+2+3+4+5+6+7+ 849 =45 por 9, ou seja, 0.

Por outro lado, 444 = 49x 9 + 3. Portanto, nao é possivel.

Corretor | Revisor

(c) (25 pontos) Desafio 3: As letras A, B, C, D, E, F, G, H, J representam os numeros 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,
8, 9 em alguma ordem. Suponha que

A+B+C=C+D+E=E+F+G=G+H+J

Determine o valor de E sabendo que a soma desses 4 mimeros: A+B+C; C+D+E; E4+F+G; G+ H+1J
¢é a maior possivel.

Solucao:

A soma dos 4 nimeros é

A+B+C+C+D+E+E+F+G+G+H+J=
=A+B+C+D+E+F+G+H+J+(C+E+G)

Mas A+ B+C+D+E+F+G+H+J=14+2+...49 =45, como a soma deve ser a maior possivel, en-
tao C+ E + G é no maximo 24. Ou seja, o quiadruplo de cada um dos nimeros é no maximo 69, porém 69

nao é miiltiplo da 4, entao devemos ter C + E + G = 23 e cada um dos 4 niimeros é igual a 17. Esse valor sé
é possivel para a trinca 6, 8 e 9, ou seja, C, E e G representam 6, 8 e 9 em alguma ordem. Dessa forma temos

que C e E nao podem ser 8 e 9, pois se nao C + D + E seria maior que 17, analogamente E e G nao podem
ser 8 e 9, pois se nao E + F + G seria maior que 17. Portanto C e G devem ser 8 e 9, portanto E =6.

A solugao é portanto

1+474+9=94+2+6=64+34+8=8+5+4

Corretor | Revisor
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Barema de Correcgao

Questao 2 - Nivel 2
Item Resposta Critérios de corregao Pontuagao
Calculou a soma dos nimeros 1, 2, 3,4,5,6,7,8,9 1 ponto
4e9; Determinou que os nimeros cujos simbolos precedentes * deveriam 1 ponto
ser trocados pelo sinal —devem ter soma 13.
(a) 5e8;e
Calculou corretamente todas solugoes. Até
6eT
3 pontos
Mostrou que o resto da divisdo da soma de k£ nimeros ¢ ao resto da Até
soma de seus algarismos por 9. 10 pontos
(b) Nio é pos- | Mostrou que o resto da divisao de 444 por 9 é 3. Até
sivel 5 pontos
Conclui baseado nos fatos acima que nao é possivel formar nimeros Até
cuja soma é 444.
10 pontos
Percebeu que a soma dos 4 mimeros é no maximo 69. 1 pontos
Determinou que a soma mdaxima é 68 e que C +E + G = 23 Até
(c) E=6 5 pontos
Eliminou as possibilidade de C e E, e E e G serem 8 e 9 em alguma Até
ordem.
9 pontos
PONTUACAO MAXIMA 45 pontos

Questao 3. Arnaldo e Beatriz tiveram trés filhos: Carol, Dudu e Esther.

(a) (5 pontos) Sabendo-se que a proporgao das idades de Dudu e Esther é de 11:7 respectivamente e que,
daqui a oito anos, essa proporcao serd de 15:11, qual a diferenga das idades de Dudu e Esther?

Solucao:

Sejam D a idade atual de Dudu e E a idade atual de Esther, em anos. Portanto,

D_U_ op_ng
E 7

Daqui a 8 anos, Dudu tera D + 8 anos e Esther F + 8 anos. Entao,

D8 _ 1 D+ 8)=15(E+8) = 11D 15 = 32.
E+8 11

Assim, precisamos resolver o sistema abaixo:

=16F=224=FE =14

7D —11E = 0 77D —121E = 0
11D —15E =32  |77D —105E = 32

Substituindo na primeira equagao, obtemos D = 22.

Logo, a diferenca das idades de Dudu e Esther é D — E =22 —14 = 8 (anos).

Corretor | Revisor

2" Fase - 20 de agosto de 2017 - Nivel 2
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(b) (15 pontos) Ha exatamente um ano, a idade de Carol era um quadrado perfeito e daqui a um ano sua
idade serd um cubo perfeito. Sabendo-se que a mamae Beatriz ainda nao completou um século de vida,
quantos anos mais, a partir de agora, Carol deve esperar para que sua idade seja novamente um cubo
perfeito?

Solucao:
Seja C a idade de Carol, em anos. Entdo, C —1=2?e C +1= y3 ,onde z e y sao mimeros naturais. Como a

mae de Carol nao completou 100 anos, com certeza Carol tem menos de 100 anos. Logo, 0 < C < 100. Assim,
vamos analisar as opgoes de cubos perfeitos até 99 (ou seja, y vai até 4, pois5® =125 > 100):

y | |o=yp—1 C —1|C—1 ¢ quadrado perfeito?
01]0 -1 -2 nao
1 1 0 -1 nao
2 8 7 6 nao
3 |27 26 25 SIM
4 | 64 63 62 nao

De todas as possibilidades, apenas y = 3 resulta em um C = 26 tal que C' —1 é quadrado perfeito (
C—-1=25=5 ). Logo, C = 26. Para que a idade de Carol seja novamente um cubo perfeito, é preciso que

ela tenha 64 anos. Como ela tem 26 anos, é preciso esperar, a partir de agora, mais (64 — 26) = 38 (anos).

Corretor | Revisor

(c) (25 pontos) Esther perguntou para sua mae:
-“Mamae, quantos anos vocé tem?”
Beatriz, entao, respondeu:

- “Seu pai e eu, juntos, temos 105 anos. E a idade de Arnaldo é o dobro da idade que eu tinha quando ele
tinha a idade que eu tenho agora.”

Com isso, Esther conseguiu concluir a idade de sua mae? Se sim, qual a idade de Beatriz?

Solucao:
Sejam A a idade atual de Arnaldo e B a idade atual de Beatriz, em anos. Entao, A+ B =105

A frase “E a idade de Arnaldo é o dobro da minha quando ele tinha a idade que eu tenho agora.” representa

que, quando Arnaldo tinha B anos (hd (A — B) anos atras), Beatriz tinha (B — (A — B)) anos. Além disso,
atualmente Arnaldo tem o dobro dessa idade. Logo,

A=2-(2B— A)= 34 =4B.

Sabemos que A+ B =105 e 34 = 4B. Portanto, resolvendo o sistema, concluimos que B = 45. Logo, Esther
conseguiu concluir que a idade de sua mae é de 45 anos.

Corretor | Revisor
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Barema de Correcgao
Questao 3 - Nivel 2
Item Solucao Critérios de corregao Pontuacao
Apresentou a solugao correta, resolvendo o sistema Até
5 pontos
Resolveu o sistema mas nao fez a diferenga das idades, Até
encontrando D =22 ¢ F =14 4 pontos
(a) D — FE =8 anos Montou o sistema, faltando apenas resolver Ateé
3 pontos
Montou as duas equagoes das proporgoes das idades 1 ponto
Apresentou a solugao correta, concluindo 38 anos Ateé
10 pontos
Encontrou a idade atual de Carol de 26 anos, mas fez Até
64 — 27 = 37 anos 9 pontos
Encontrou a idade de Carol atual de 26 anos (provando) Até
(b) 38 anos e nao terminou 8 pontos
Montou o quadro de possibilidades, sem concluir a idade Até
de Carol 5 pontos
Apenas conjecturou C' = 26 , sem provar Ate
2 pontos
Apresentou a solugao correta, provando Ateé
15 pontos
Montou o sistema de duas equagoes corretamente, fal- Ateé
tando apenas resolver 12 pontos
Encontrou que 34 = 4B corretamente Até
11 pontos
(c) Fez estudo de possibilidades para A + B = 105, sem Ate
progresso futuro 3 pontos
Disse que Esther nao conseguiu concluir a idade, sem 0 ponto
nenhum passo anterior
PONTUACAO MAXIMA 45 pontos

Questao 4. Pedro pegou uma tira de papel com formato de um retdngulo e planeja fazer dela um marcador
de pagina para usar em seu livro de matemadtica. Para construir seu marcador, Pedro seguiu os passos na

ordem abaixo:

1. Posicionou a tira de papel ABCD (vide ilustracao abaixo) no canto superior direito de uma folha de
papel (pdgina a ser marcada), de forma que o ponto B da tira esteja posicionado no vértice da folha e os
pontos A e (' na aresta superior e na lateral direita da folha, respectivamente;

2. Depois, Pedro girou a tira de papel de um adngulo de 45° em relacdo ao ponto A no sentido horério. O
ponto A se mantém na mesma posi¢ao apds esse movimento;

3. Pedro, entdo, movimentou a tira de papel Y centimetros para cima da folha de papel e X centimetros
para direita da folha;

4. Por fim, Pedro dobrou as duas pontas da tira que nao estavam em contato com a folha de papel para
trds da folha. Dessa forma, a parte visivel da tira passou a ser o trapézio CDEF, onde E e F sao pontos
do segmento AB da tira de papel, localizados agora na aresta superior e na lateral direita da folha, res-
pectivamente (vide ilustragdo abaixo).

2" Fase - 20 de agosto de 2017 - Nivel 2
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A B D

=45

Sabendo que o comprimento da tira de papel (segmento AB) é igual a 9 centimetros e que drea da regiao
dobrada (triangulos ADE e BCF que se encontram na parte detréds da folha de papel apés o passo 4) cor-

1 .
responde a 1 da drea do trapézio CDEF | responda:

(a) (5 pontos) Qual é a largura da tira de papel ABCD (segmento BC)?
Solucao:

Seja a o comprimento da tira de papel (AB=CD =a=9) e b alargura da tira de papel (AD = BC =b).
Dado que o 4ngulo de rotagao da tira de papel é 45°, apés dobrar as pontas da tira, os pontos A e B estarao
posicionados no segmento CD (porém na parte detras da folha). Além disso, tém-se que os tridngulos DAE e
CBF sao triangulos retangulos e isésceles (localizados atras da folha). Assim, EF' = CD — DA—CB = a —2b.

e a altura do trapézio serd FA=10.

2 2
- . .. —2b .
A &rea da regiao dobrada é igual a I Py + Py e a area do trapézio é igual a b- a-ta . Assim,

lb(a—b)=b2$a—b=4b$b=2=2
4 5 b

Corretor | Revisor

(b) (15 pontos) Em quantos centimetros Pedro deslocou a tira de papel para cima (valor de Y )?

Solucao:

Seja o retangulo AB'C''D' apés a rotagao da tira ABCD no sentido horério com relagao ao ponto A. Seja
D" o ponto de intersegao da projegao ortogonal do ponto D' sobre a parte superior da folha de papel. Sa-

bendo que AD'D" é um triangulo retangulo e isésceles com hipotenusa (AD') igual a b =9/5. Por Pité-

2 92 ok

goras, temos que o segmento D'D" ¢é igual a b? = = 5 " 10 que é o valor da translagao vertical Y .

Corretor | Revisor
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(c) (25 pontos) Em quantos centimetros Pedro deslocou a tira de papel para a direita (valor de X )?

Solucao:

Seja o retangulo A'B'C' D' apés a rotagao e translagao vertical do retangulo ABCD (agora o ponto D' esta
localizado na parte superior da folha) e o trapézio EFCD . Seja também C'" a extensao do segmento D'C'
que intercepta a lateral direita da folha de papel e G o vértice da folha de papel. Temos que o tridngulo
GDC (DC base do trapézio) é semelhante ao tridangulo GD'C". E a translagao horizontal X deve ser igual
a D'D (segmento da parte superior da folha).

2
Do triangulo retangulo GD'C", como GD' é igual & a +—>5 (vide tridngulo formado no item b) e o dngulo

V2

£GD'C" éigual a 45°, temos que o segmento D'C'" ¢ igual a (a + 71))\/5 . Do tridngulo retangulo GDC ,

sabendo que DC ¢ igual & a e que o angulo £ GDC ¢ igual a 45°, temos que o segmento GD ¢ igual a g

. Fazendo semelhanga entre os tridngulo GD'C"e GDC temos:

Do ap (a+fw§ (a\/f-I-X) N 5 o
AN - S X=Y(—a)ta="2C-9)+9=9-362
DC  GD a 2 2 25
o
Corretor | Revisor
Barema de Corregao
Questao 4 - Nivel 2
Item | Solugao Critérios de corregao Pontuagao
Tridngulos dobrados para a parte de tras da folha sao retangulos e isGsceles 1 pontos
(a) Calculo correto das dreas dos tridngulos e do trapézio Até
2 pontos
Resolucao da equagao de primeiro (ou segundo) grau Até
2 pontos
Projecao ortogonal do ponto D na aresta superior da folha Até
(b) 5 pontos
Célculo correto do deslocamento vertical por Pitdgoras Até
10 pontos
Construcao de tridngulos semelhafltes para encontrar deslocamento horizon- Até
© tal (solugoes podem variar) 15 pontos
Célculo correto do deslocamento horizontal Ateé
10 pontos
PONTUACAO MAXIMA 45 pontos
2% Fase - 20 de agosto de 2017 - Nivel 2 0)/5 ]@
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