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NIVEL 3 CODIGO DO ALUNO | HEEERREEE

Questao 1. Considere todas as fungoes f: R — R satisfazendo a equacao funcional

f(f(2)) =30z = —f(z).

(a) (5 pontos) Determine todas as fungdes lineares f(z) = az, a € R, que satisfazem a equagao funcional
dada.

Solucao

f(f(@)) =30z = —f(z) = f(az) — 30z = —az = o’z + az — 30z = 0 =
(a®> +a—30)z =0
Temos que para todo z real (a2 +a—30)z =0, entao
a*+a-30=0=a=50ua=—6

Logo f(z) =5z ou f(z)=—6x.

Corretor | Revisor

(b) (15 pontos) Determine todas as fungoes afins f(z) = ax +b, com a e b reais e b = 0, que satisfazem
a equacao funcional dada.

Solucao.
f(f(z)) — 30z = —f(z) = f(ax +b) — 30z = —az — b = (a* + a — 30)z + ab +2b = 0
Como a tltima igualdade é vilida para todo x entao temos que
(i) a*+a—-30=0=>a=50ua=—6;

(i7) (a+2b=0=0b=0
Portanto todas as fungoes afins que satisfazem a equacao funcional sdo as fungoes lineares do item (a). Ou

seja, nao existe fun¢ao afim f(z) = ax +b, com b = 0 que satisfaz a equagao funcional dada.

Corretor | Revisor
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NiVEL 3

CODIGO DO ALUNO | HEEEEREER

C 25 pOIltOS Determine todas as fllIl oes polinomiais Tr)=a ZEn +a, LI)‘n_l +...4+ax+a que sa-
¢ n n—1 1 0
tisfazem a equacao funcional dada.

Solucao.

Temos que f(f(z)) — 30z = —f(z), comparando o grau dos polinémios dos lados esquerdo e direito da igual-

dade temos que para aq, = 0

n’=n ,portanto n =0 ou n =1

(7) Se n =0, entao f(z)=a, mas esta fungdo nao satisfaz a equagao funcional.

(i7) Se n =1, entao f(zr)=az+b e as tnicas fungdes que satisfazem a equagao funcional sao f(z) =5z ou

f(z)=—6z.
Corretor | Revisor
Barema de Corregao
Questao 1 - Nivel 3
Item Resposta Critérios de corregao Pontuagao
9 Ateé
f(z) =5z Mostrou que para todo z real ¢ +a—30=20
(a) 3 pontos
ou f(z)=—6x Até
Determinou todas as solugdes da forma f(x) = ax
2 pontos
9 Até
Mostrou que para todo z real ¢ +a—30=0 e
Nao existem funcgoes afins 3 pontos
¢ bla+2)=0 P
b ,
() fx)=az+0b Determinou corretamente os valores de a e b Até
com b = 0 que satisfazem 6 pontos
a equacao funcional Concluiu que todas as fungoes afins que satisfazem a equa- Ateé
¢ao funcional sao lineares.
5 pontos
Comparou os graus dos polindmios do lado direito e es- Ateé
querdo da igualdade.
10 pontos
(c) Determinou que os tnicos polindémios que satisfazem a Até
f(z) =5z ou f(z) =62 equacgao funcional dada sao o polindmio constante e o poli-
. noémio de grau. 5 pontos
Conclui que o polindmio constante nao satisfaz o problema. Ateé
2 pontos
Determinou todas as solugoes do problema. Até
8 pontos
PONTUAGAO MAXIMA 45 pontos

2% Fase - 20 de agosto de 2017 - Nivel 3
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NIVEL 3 CODIGO DO ALUNO | HEEERREEE

Questao 2. Luanita é uma visitante espacial origindria da lua Calisto de
Jupiter. La ela criou uma operacao matemdtica que mostra o nivel de
avanco daquele lugar. Dados dois nimeros inteiros a e b, a operagao a(b
(le-se "a lua b") é o nimero de solugoes da equagao (z 4 a)" =x!4+b em
nimeros naturais n >1 e z > 0. Usando a operacao criada por Luanita,
responda os itens abaixo.

(a) (5 pontos) Quanto vale 017
Solucao.

Temos que resolver a equagao z”" = z!+1, dai z divide 1 e portanto z =1. Mas 1" =1!4+1 nao fornece
solucdo. Assim 0(1=0.

Corretor | Revisor

(b) (15 pontos) Quanto vale 1(27

Solucao.

Temos que resolver a equagao (z+1)" = x!4+ 2, observe que z+1 é par se x >2 e que z! é multiplo de

4 para x > 4. Como 4 divide (z +1)", pois n > 2 chegamos a contradi¢ao que 4 divide 2.Testando os casos

=1, 2, 3 nao obtemos solugio. Portanto, 1(2=0

Corretor | Revisor
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NIVEL 3 CODIGO DO ALUNO | HEEERREEE

(c) (25 pontos) Mostre que 17 @ estd bem definido para todo p primo. Isto é, 17 @ ¢ finito para todo
p primo.

Solucao.

Temos que resolver a equagao (z +1)" = z!+ p. Como = +1>1 entao existe ¢ primo que divide z +1 Dai

1 1
s é menor do que z e logo divide z!. Portanto s divide o primo p. Assim, x éiguala 1 ou p.
q q
z+1 - n -
Caso 1. —— = p, reescrevemos a equagao como (pq)" =(pg—1)+p. Note que se ¢ > 3 entao
q

pg—1>3p—12>2p e logo p2 divide p chegando a uma contradicao. Se ¢ = 2, reescrevemos a equagao

como (2p)" =(2p—1)!+ p. Se p =2 nao obtemos solugao. Caso p > 2 entao 2p divide (2p —1)! e logo di-
vidiria p, o que nao pode acontecer.

1 - - . .
Caso 2. Tl 1 reescrevemos a equagao como ¢" = (¢ —1)!4 p. Observe que se a equagao tiver infi-
q
nitas solugoes entao ¢ > n em algum momento pois, caso contrario, ¢ < ¢" = (¢—1)!+ p tem somente uma
quantidade finita de solugdes. Escreva a equagdo como ¢" —1=(¢—1)!+p—1. Dai ¢—1 divide p—1 e

portanto n < ¢ < p limitando assim o mimero de solugdes. Isto ¢, 1(p é finito.

Corretor | Revisor

Barema de Corregao

Questao 2 - Nivel 3
Item | Resposta Critérios de corregao Pontuagao
" 1 ponto
Montar a equacao 2z = z!+1
(2) Perceber que z divide 1 1 ponto
Deduzir que £ =1 e testar na equagao nao obtendo solugao Ateé
3 pontos
1 ponto
Montar a equagao (z +1)" = z!+2
. ) Até
Ded 41 x> 2
eduzir que z + 1 é parse T > 2 pontos
(b) Obt 2! ¢ multiplo de 4 para z > 4 Até
er que ¢ multiplo de 4 para z > 2 pontos
Até
Deduzir que 4 divide (z +1)" nesse caso 3 pontos
Chegar a contradigao que 4 divide 2 Ateé
4 pontos
~ - Até
Testar os casos * = 1, 2, 3 nao obtendo solugoes
3 pontos
2* Fase - 20 de agosto de 2017 - Nivel 3 0)7% ]@
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1 ponto
Montar a equagao (z +1)" = z!+ p
Deduzir que como z + 1 > 1 entao existe ¢ primo que divide x + 1 1 ponto
Até
2 pontos
Deduzir que ¢ menor do que 7 e logo divide z!
q
Até
2 pontos
z+1
Deduzir que z+l divide p
q
(¢) Até
2 pontos
z+1
Deduzir que + éigualalou p
q
1 ponto
T+ 1 ~ n
No caso que —— = p reescrever a equagao (pq)" = (pg—1)!+p
q
) Até
Observar que se ¢ > 3 entao pg—1>3p—12>2p elogo p° divide
chegando a uma contradigao 3 pontos
1 ponto
Se ¢ = 2 reescrever a equagio como (2p)" = (2p — 1)1+ p
e Até
Dividir nos casos p > 2e p = 2 e resolver cada um deles
2 pontos
1 ponto
z+1
No caso que + = lreescrever a equagio ¢" = (g—D+»p
q
Observar que se a equagao tiver infinitas solugoes entao ¢ > n em algum Até
4 pontos
momento pois, caso contrario, ¢? < ¢" = (¢ =1+ p tem somente uma
quantidade finita de solugoes
Até
Deduzir da equagio ¢" —1=(¢q—1)+ p—1 que ¢ —1 divide p —1. 2 pontos
. .. . . ~ Até
Concluir que n < ¢ < p limitando assim o niimero de solugoes 2 pontos
PONTUAGAO MAXIMA 45 pontos
2% Fase - 20 de agosto de 2017 - Nivel 3 0
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NIVEL 3 CODIGO DO ALUNO | HEEERREEE

Questao 3. Professor Zoroastro, do Colégio Tio Azambuja, estd trabalhando as operagoes aritméticas com
os alunos do 1° Ano do Ensino Médio. Ele propoe trés desafios aos seus alunos com os nimeros 0, 1, 2,
3,4,5,6,7,8¢09.

Resolva os desafios do Professor Zoroastro!

(a) (5 pontos) Desafio 1: De quantas maneiras diferentes podemos trocar os simbolos * por sinais (+)
ou por sinais (—) tal que a expressao 1%2% 3% 4% 5% 6% 7% 8% 9 tenha valor igual a 197 Apresente
todas as solugoes!

Solugao:

Seja s a soma dos nimeros que receberao o sinal — na troca pelos simbolos *, entao temos que apés todas
as trocas a soma final serd 45 —2s e queremos que essa soma seja 19, ou seja,

45 -2 =29 = s =13.

Portanto os simbolos * que serao trocados por sinais — estao a frente de niimeros cuja soma é 13.

Devemos resolver as equagao z; + 7 + ...+ z;, =13 para k > 2. As solugoes possiveis sao:

(i) k=2

{4, 9}, {5, 8}, {6, 7}.
(i) k=3

{2, 3, 8}, {2, 4, 7}, {2, 5, 6}, {3, 4, 6}, {3, 4, 6}

Para k£ > 4 nao h4 solucoes.

Corretor | Revisor

(b) (15 pontos) Desafio 2: As letras A, B, C, D, E, F, G, H, J representam os nimeros 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,
8, 9 em alguma ordem. Suponha que

A+B+C=C+D+E=E+F+G=G+H+J

Determine o valor de E sabendo que asomadesses4nimeros: A+ B+ C; C+D+E;E4+F+G; G+H+1J
¢ a maior possivel.

Solucao:
Seja S tal que
S=A+B+C=C+D+E=E+F+G=G+H+J

Entao temos que

4S=A+B+C+D+E+F+G+H+J+(C+E+G)=45+(C+E+G) <69

Pois no maximo C, E e G assumem os valores 7, 8, 9, em alguma ordem. Com isso temos que

69

S < —‘:Smaw =68
4
Ou seja,
A+B+C=C+D+E=E+F+G=G+H+J=17.
2" Fase - 20 de agosto de 2017 - Nivel 3 0) LT
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NIVEL 3 CODIGO DO ALUNO | HEEERREEE

Devemos ter entao que C+ E + G = 23, esse valor s6 é possivel para a trinca 6, 8 e 9, ou seja, C, E e G
representam 6, 8 e 9 em alguma ordem. Dessa forma temos que C e E nao podem ser 8 e 9, pois se nao

C + D + E seria maior que 17, analogamente E e G nao podem ser 8 e 9, pois se nao E + F + G seria maior
que 17. Portanto C e G devem ser 8 e 9, portanto E =6.

A solugao é portanto

1+74+9=94+24+6=6+3+8=8+5+4

Corretor | Revisor

(c) (25 pontos) Desafio 3: Uma sequéncia a;, ay, ..., a9, a;p € chamada r —azambujeana se é uma
permutacao de 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 e a +ay, ay+as, ..., ag+a, forma uma progressao
aritmética crescente de razao r. Por exemplo, 0,1,2,3,4,5,6,7,8, 9 ¢é 2—azambujeana, pois

1,3,5,7,9,11,13,15,17 (0+1, 14+ 2, ..., 8+ 9) é uma progressao aritmética crescente de razao 2.

Quantas sequéncias 1 — azambujeanas existem?
Apresente todas as solugoes possiveis, justificando sua resposta.

Solucao:

Versao 1 (solucao des alunos que resolveram a questao):

Muito alunos perceberam que uma permutacao dd origem a uma sequéncia azambujeana é da forma

ay, ay, a; +1, ag +1, ..., a +4, ay +4.
E portanto, as tinicas solugoes possiveis sao:
0,5,1,6,2,7,3,8,4,9¢5,0,6,1,7,2,8,3,9, 4.

Essa solugao, com as devidas justificativas, foi considerada correta.

Versao 1 (Solucao oficial da Banca):

Considere a permutacao a,, ay, ..., a;, da sequéncia 0, 1, 2, 3,4, 5, 6,7, 8,9. Somando dois termos con-
secutivos obtemos a sequéncia

ay + Gy, @y + a3, a3 +ay, ..., Qg + Gy

que forma uma progressao aritmética de razao 1. A soma dos termos dessa progressao aritmética é igual a

S =(a; +ay) +(ay +a3)+(ag +ay) +... + (ag + ay)

ou seja,
S=(a;+ay+ag+...+ay) +(ay+a;+...4+ag).
Mas observe que a; +ay, + a3 +...+a;, =0+1+2+...+9 = 45. Entao segue que

Por outro lado, a soma dos termos de um progressao aritmética fornece

2" Fase - - Ni y
ase - 20 de agosto de 2017 - Nivel 3 0 @
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NIVEL 3 CODIGO DO ALUNO | HEEEREER

lay +ay +(ag +ay +(n—Dr)ln '

S =(ay +ay) +(ay +a3) + (a3 +ay) +... +(ag + ay) = 5

Como r=1en =9 segue que

la +ay +(ag +ay +(9-1)-1)]-8
2

S = =(a, +ay+4)9

Temos, entao, a igualdade

90 —a; —ayg = (a; +ay +4)-9

Observe que a, + q,, é divisivel por 9, portanto, a; + a;, = 9. Dai segue que
90_9:(a1 +a2 +4)9:>a1 +a2 +4:9:>a/1 +a2 :5

O que nos fornece as seguintes solugoes:

Progressao Permutagao Solugao
a4 | %
0 5 |5,6,7,8,9,10,11, 12, 0,5,1,6,2,7,3,8, Sim
13 4,9
1 4 15,6,7,8,9,10,11, 12, 1,4,2,5,3,6,4 Nao
13
2 3 15,6,7,8,9,10,11, 12, 2,3,3 Nao
13
a; +ay =5 _
3 2 |5,6,7,8,9,10,11, 12, 3,2,4,3 Nao
13
4 1|5,6,7,8,9,10, 11,12, 4,1,5,2,6,3,7,4 Nao
13
5 0]5,6,7,8,9,10,11, 12, 5,0,6,1,7,2,8,3, Sim
13 9,4
Corretor | Revisor
Barema de Corregao
Questao 3 - Nivel 3
Item Resposta Critérios de corregao Pontuagao
Calculou a soma dos mimeros 1, 2, 3,4,5,6,7,8,9 1 pontos
Determinou que os niimeros cujos simbolos preceden-
{4, 9}, {5, 8}, {6, 7} tes * deveriam ser trocados pelo sinal —devem ter Até
(a) soma 13. ¢
{238, {2 4,7}, 2 pontos
{2, 5, 6}, {3, 4, 6}, {3, 4, 6} Determinou todas as solugoes Até
2 pontos
2% Fase - 20 de agosto de 2017 - Nivel 3 0
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Percebeu que a soma dos 4 nimeros é no méximo 69.

Até

5 pontos
Determinou que a soma maxima é 68 e que

5 pontos

Eliminou as possibilidade de C e E, e E e G serem 8 e Até

9 em alguma ordem.

10 pontos

Determinou corretamente o valor de E Até
5 pontos

Percebeu que independente da permutagao dos niime-
ros 0,1, 2,3,4,5,6,7,8,9 sua soma sempre é 45.

Até
5 pontos

(1)0,5,1,6,2,7,3,8,4,9 Calculou a soma da progressao encontrando Até
(c) §=90-a, —ay, 5 pontos

(2) 5,0,6,1,7,2,8,3,9,4 Calculou a soma da progressao de outra forma encon- Ateé
trando S = (a; +a, +4)-9 5 pontos

Até

Concluiu que a; +a, =5

5 pontos

Encontrou as duas permutagoes cuja soma de dois ter- Ateé

mos consecutivos fornece uma progressao aritmética
crescente de razao 1. 5 pontos
PONTUACAO MAXIMA 45 pontos
2 Fase - 20 de agosto de 2017 - Nivel 2 0
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Questao 4. O triangulo ABC de lados AB=c e AC =b tem drea igual a A . Considere dois semicir-
culos & e U, tais que:

¢ O semicirculo & de raio r tem o didmetro sobre o lado BC e é tangente aos lados AB e AC.

¢ O semicirculo 1) com centro em A e didmetro BE passa pelos pontos C'e D, o ponto D estéd entre os

pontos C'e E.

5v/3 —

(a) (5 pontos) Se o raio de & mede e cm , determine A em fungao b e ¢ (medidas dos lados AB e

AC).

Solucao:
O desenho pode ser ilustrado a partir da figura abaixo:

A

Por uma relagao de equivaléncia entre dreas, temos:

broer_a

Somando as fragoes:

) (b+c)5v3
Entao A = T

Corretor | Revisor

253

(b) (15 pontos) Sabendo que A = — em? e BC = CD = ﬁ, calcule a medida dos lados AB e AC.

Solucao:

Como A é o centro, entao AB = AC = b. Substituindo o valor de A . temos:
4N

b=——==5
53
Com isso, AB=AC =5 cm.
Corretor | Revisor
2% Fase - 20 de agosto de 2017 - Nivel 3 0) i @
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(c) (25 pontos) Levando em consideragao os itens (a) e (b) anteriores, calcule, em graus, o valor do &ngulo
BEC = 0 e determine o valor da drea do quadrilatero ABCD.

Solucao:

As cordas % s C’_D e DE determinam angulos iguais e, com isso, os dngulos ABC' , BAC e BED podem
ser encontrados em fungao de 6 usando os conceitos de dngulo inscrito e angulo central. Um esbogo da fi-
gura pode ser visualizado abaixo:

Observa-se, portanto, que o tridngulo ABC ¢é equilatero. Entao 20 = 60°— 6 = 30°.

Comisso,B_C:C_D:ﬁ:&

A drea do quadrilitero A BCD pode ser calculada a partir da drea dos trés tridngulos que o formam. Utili-
zando a formula da drea com base no seno do dngulo entre dois lados, temos:

[ABCD| = [CDA] +[ABC]

5-5-sin(120°)  5-5-sin(120°) 5043  25¢3
[ABCD]: 2( )_|_ 2( ): . _ ;

Corretor | Revisor

Barema de Correcgao

Questao 4 - Nivel 3

Item Solugao Critérios de corregao Pontuagao
Encontrou o valor de A em fungao de b e c a partir da relagao Ate
entre dreas
(a) 5 pontos
_ (b + C) 5\/5 O resultado final foi incorreto, mas tragou as tangentes perpendi-
- 3 culares a 7, fez o esbogo corretamente e fez uma tentativa coeren-
te de equacionamento. 1 ponto
Provou que os dois lados eram iguais e encontrou o valor correto. Até
(b) AB — AC — 5 em 10 pontos
Provou que os dois lados eram iguais, fez a substituigcao do valor Até
de A, mas apresentou algum erro em seu desenvolvimento.
4 pontos
Substituiu, corretamente, o valor de A na expressao do item (a) 1 ponto
Encontrou, corretamente, o valor de 6 e o valor da area do qua- Até
drildtero ABCD
(c) 6 = 30° rhasero c 10 pontos
ABCD] — 25\/5 Encontrou todos os angulos e medidas de segmentos da figura, Até
[ ] ) porém errou no cilculo da drea de ABCD.
10 pontos
Encontrou o valor de 0 Até
5 pontos

PONTUACAO MAXIMA 45 pontos




