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Questao 1. Azambuja estd colorindo os vértices de poligonos regulares com algumas cores, por exemplo,
para colorir os vértices de um pentdgono regular com duas cores, azul (A) e vermelho (V), ele obtém oito
coloragoes distintas, observe a figura abaixo. Os vértices podem ser coloridos com uma ou mais cores e
coloragoes obtidas por rotagoes sao consideradas iguais.

(A) V) (V) (A)
<A>©(A) <v>®<w (A)Q(A) m@ V)
(A) (4) V) V) (A) (4) V) V)
V) (A) v (A)
(A)QM <v>® () (A)Q(A) <v>® )
(A) (A) (V) V) (A) V) V) (A)
Azambuja percebe que para um poligono com p lados, p primo, e uma quantidade a de cores distintas h&d
uma interessante relagdo com o Teorema de Fermat, entao ele chama essas coloracoes de fermatianas.

(a) (10 pontos) Quantas coloragbes fermatianas existem para um tridngulo equildtero utilizando-se
duas cores, ou seja, de quantas maneiras ele pode colorir os vértices de um tridngulo equildtero com duas

cores?
Solucao

Sao 4 coloragoes possiveis. Observe a imagem abaixo.

AVAVAVAN

Corretor | Revisor

(b) (15 pontos) Quantas coloracoes fermatianas existem para um triangulo equildtero utilizando-se trés
cores, ou seja, de quantas maneiras ele pode colorir os vértices de um tridngulo equildtero com trés cores?

Solucao

Sao 11 coloragoes possiveis. Observe a imagem abaixo.

AVAVA
AVAVAVAN

AVAVAVAN
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Corretor | Revisor

(c) (25 pontos)Determine o nimero de coloragdes fermatianas para um poligono com p lados, p ¢ um
primo maior do que 2, dispondo-se de a > 1 cores. Em seguida demonstre o Teorema de Fermat para um
primo p >2 e um inteiro a > 1, ou seja, mostre que p é um divisor de a” —a para todo primo p >2 e
um inteiro a > 1.

Solucao

Inicialmente, vamos ignorar as coloragoes obtidas pela rotagao do tridngulo. Como ha p vértices existem

P . . o , - . - ,
a"” maneiras de colorir os vértices do poligono, entre essas coloragoes existem ¢ coloragoes monocroma-

. . » p ~
ticas, isto é, com apenas uma cor. Cada uma das ¢" —@ coloragoes repete-se P vezes, que é o nimero de

- - a’ —a - . . . .
rotacoes de uma coloragao, portanto temos coloragoes distintas, dessa forma o mimero de maneiras

p
de colorir os vértices do poligono é igual a

a’ -a , . ~ _r
Para demonstrar o Teorema de Fermat, observe que é o niimero de coloragoes dos vértices do po-

p

ligono com pelo menos 2 cores, portanto é um niimero inteiro. Ou seja, p é um divisor de a” —a,

Barema de Correcao

Questao 4 — Nivel 3

Item Solugao Critérios de corregao Pontuacao
(a) 4 coloragoes Determinou o mimero de coloragoes corretamente. | Até 10 pontos
(b) 11 coloragoes Determinou o niimero de coloragoes corretamente. | Até 15 pontos

Mostrou que o nimero de coloragoes é igual a
Até 20 pontos

Mostrou que p é um divisor de a” —a, demonstran- | Aia 5 pontos
do o Teorema de Fermat.

PONTUACAO MAXIMA 50 pontos

Corretor | Revisor




Pégina 5 Segunda Fase - 11 de agosto de 2018 - NIVEL 3 CODIGO DO ALUNO | | | | | |

Questao 2. Um quadrildtero convexo ABCD estd inscrito em uma circunferéncia de didmetro AB=k.

Sejam BC' e AD, respectivamente, o lado do dodecdgono regular e o lado do hexdgono regular inscritos
nessa circunferéncia.

(a) (10 pontos) Determine a drea do quadrilétero ABCD em fungao de k.
Solucao:

360°

Seja O o centro do circulo. Se BC & o lado do dodecéigono regular inscrito, entao £ BOC = =30°. Se

AD & igual ao raio, entao o tridngulo ADO é equildtero, com £A0OD = 60°. Assim, £ COD = 90°, e a drea

do quadrildtero pode ser dada pela soma das dreas dos tridngulos BOC , COD e DOA.
[ABCD] = [BOC]+|COD|+[DOA]

[4BCD] = 5y (sen30° + sen90° + sen 60°)

Corretor | Revisor

(b) (15 pontos) Sejam E o ponto de intersecao das diagonais de ABCD e F o pé da perpendicular
baixada de E até AB. Calcule as medidas dos angulos £ DEC ¢ £DFC..
Solucao:

DC + AB _ 90" +180 1350,

No circulo, DEC =

Como XADB = XFEFA=XBCA = £EFB =90°, temos
que os quadriliteros ADEF e BCEF sao inscritiveis.

Logo, £ DFE = XDAE =45° e XCFE = XCBE = 45°,
donde XDFC = 45° 4+ 45° = 90°.

Corretor | Revisor
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FB

(c) (25 pontos) Determine o comprimento EF e a razio =

Solucao:

Uma vez que £DAC = 45°, tem-se que DE = DA = g . Logo, EB =

No tridngulo retangulo ADB, DA = g e

o5 M3
2

W3k

2 2

k

DB—DE:———:E(\/g—l).

2

Da trigonometria no tridngulo EFB, obtém-se EF = EB - sen30° = Z(\/g - 1) e FB=EB-cos30° = 2(3 - \/g)

FB 2(3\/5) _3-\3 —2V3-3.

. Portanto, — = - =
FA ’“‘1(3‘@) V341
A k2 o F i
Barema de Correcao
Questao 2 — Nivel 3
Item Solugao Critérios de corregao Pontuagao

[ABCD] = %(3 + \/5)

Encontrou a drea de ABCD em funcao de %.

Até 5 pontos

¢ao e a tentativa foram coerentes.

Encontrou as medidas dos arcos AD ou BC. 1 ponto
O resultado final foi incorreto, mas o esbogo da solu- ,
Até 1 ponto

£DEC =135° e
£DFC = 90°

Encontrou as medidas dos angulos £ DEC e £DFC.

Até 15 pontos

Demonstrou conhecer que os tridngulos ADB ou
ACB sao retangulos.

Até 2 pontos

Encontrou a medida de <DEC , fazendo operagoes
corretas entre os arcos e dngulos.

5 pontos

Usou a ideia de angulos congruentes nos quadrilate-
ros inscritiveis ADEF e BCEF .

Até 3 pontos

Ez%(\/g—l) e

B _ o033
A

Encontrou o comprimento EF .

Até 10 pontos

FB

Encontrou a razao —.
FA

Até 15 pontos

Encontrou todos os dngulos e medidas de segmentos
da figura, porém errou nos céalculos finais.

Até 10 pontos

PONTUACAO MAXIMA

50 pontos

Corretor | Revisor
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Questao 3. Sejam a, b e ¢ trés nimeros reais tais que

a(a+26)=—3
b(b+20):8
c(c+2a)=—5

(a) (10 pontos) Mostre que se a(a +2b)+b(b+2¢c)+c(c+2a) =0, entdo a+b+c=0.
Solucao:

Desenvolvendo os produtos, temos

a(a+2b)+b(b+20)+c(c+2a):0:>a2+b2+02+2ab+2ac+2bc:0:><a+b+c)2 =0=a+b+c=0.

Corretor | Revisor

(b) (15 pontos) Fatore a expressio algébrica 5a” +16ac+3c¢?, ou seja, escreva a expressao como

(za + yc)(za + we) , onde 7, y, 2 € w sdo constantes reais.

Solucao:

Pode-se desagrupar o termo 16ac convenientemente para obter
5a% +16ac + 3¢? = 5a* + ac + 15ac + 3¢* = a(5a + c) + 3c(5a + c) = (5@ + c)(a + 3c> .
SOLUCAO ALTERNATIVA: Pode-se utilizar a forma fatorada de um trinémio de 2° grau. Se T, € T, Sao

, o A e 2 = 2 _ _ _
as raizes do polindmio a z* +a,z +a, , entao ayz” +a,x+a, = a, (a: 1:1)(:75 x2) .

Desse modo, na expressao 5a’ + 16ac + 3c*, pode-se descobrir a em funcio de c, tratando a equagao
5a2 +16ac + 3¢> = 0 como uma equacao literal de varidvel a. Assim,

a, =25
0 —16¢ £ V256¢2 — 60c>
=

5a2+16ac+30220 a1:16c Sa= 5.5

c
a=—— ou a=—3¢

a, = 3c?
Entao,
N

5a2 + 16ac + 3¢ = 5 o= (~3¢)| = 5[a + é] (a+3¢) = (5a + ¢)(a + 3¢)

Corretor | Revisor
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(c) (25 pontos) Determine todos os ternos ordenados (a, b, c) que sao solucao do sistema proposto.
Solucao:

Como a(a + 2b) + b(b + 2c> + c(c + 2a> = (—3) + 8+ (—5) =0, segue pelo item “a” que a+b+c= 0. Isolando
b, temos b = —a—c.

Dividindo membro a membro a primeira e a terceira equagoes do sistema, vem

ala+2b _ 2
( ) 3 ﬂ:§z5a2+10ab—6ac—36220

c(c+2a) =5 ¢? +2ac

Substituindo b = —a — ¢, encontramos

5a2+10a(—a—c)—6ac—362 =0= —5a® —16ac—3c> =0 = 5a> +16ac +3¢> =0.

O item “b” permite concluir que
2 2 c
5a” + 16ac + 3c =0<:>(5a+c)(a+3c):0<:>a:—g ou a=—3c.
Ha portanto, duas possibilidades:

a= —é . Nesse caso, substituindo na terceira equagao do sistema, vem c[c — %] =-5=ct= —% , que nao

possui solugoes reais.

a=-3c. Nesse caso, substituindo ainda na terceira equacao do sistema, encontramos
c(c—60)=—5z>c2 =1=c¢=1ou ¢=-1. Para ¢c=1, temos a=-3 e b=2 e, para c=-1, a=3 e
b=-2.

Dessa forma, as duas possiveis solugoes para o sistema sao os ternos (—3, 2,1) e (3,—2,—1) .

Barema de Correcao

Questao 3 — Nivel 3

Item Solugao Critérios de corregao Pontuagao
Até 10 pon-
(a) a+b+c=0 Demonstrou corretamente que a +b+c¢=0. ¢ osp

b ) ) Até 15 pon-

(b) 502 + 16ac + 3¢% = (5a + C) (a + 30) Fatorou corretamente 5a° + 16ac + 3¢ tos
Determinou corretamente todas as solugoes do [ A¢a 25 pon-

: tos

sistema (—3,2,1) e (3,—2,—1).

(c) (-3.21) e (3,-2,-1) ( Le | ) e 1
Determinou uma terna da solugao do sistema. ¢ tOSPOIl-
PONTUACAO MAXIMA 50 pontos

Corretor | Revisor

O'D@D
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Questao 4. A aluna Mabelita estd fazendo contas com fatoriais. Ela percebeu que n! sempre termina
em zero para m =5, ou seja, o iltimo digito na base 10 da representacao de n! é zero. Ela notou que
a quantidade de zeros no final de cada fatorial constitui uma sequéncia ndao-decrescente, por exemplo,
51 =120 termina em um zero e 12! = 479001600 termina em dois zeros. Porém, Mabelita percebe ainda
que alguns inteiros positivos nao representam a quantidade exata de zeros em que termina n!. Mabelita
entao chamou esses inteiros de nimeros saltitantes e escreveu os 100 primeiros nimeros saltitantes
no seu caderno (em ordem crescente).

A partir do enunciado acima resolva os itens a seguir.

OBS.: nl=n-(n-1)-...-2-1, n>22e0!=1!=1.

(a) (10 pontos) Quais sdo os 6 primeiros nimeros saltitantes escritos por Mabelita?

Solucao:

Os niimeros saltitantes aparecem em (5%)! com & miiltiplo de 5. Por exemplo, o primeiro mimero saltitante
é 5, pois 20! termina em exatamente 4 zeros, mas 25! = (5x5)! termina em exatamente 6. Olhando para

os préximos (5k)! com k=10, 15, 20, 25 obtemos os nimeros saltitantes 11, 17, 23, 29 e 30.

Corretor | Revisor

(b) (15 pontos) Mabelita escreveu o nimero 100 em seu caderno?
Solucao:

Existem duas formas de resolver esse item. A primeira seria continuar a conta anterior e observar que
405! termina em exatamente 100 zeros. Logo 100 nao é saltitante e, portanto, Mabelita nao o escreveu em
seu caderno. A segunda forma é usando que os zeros que aparecem no fim de um fatorial vém da maior
poténcia de 5 que divide 7!. Esse mimero & Ln / 5J + {n / 52J +... (conhecida como férmula de De Polignac).

Assim,

100=Ln/5J+Ln/52J+...

implicaria 100>|n/5|>(n/5) -1 elogo n < 505. Ai podemos testar alguns valores e obtemos por exemplo
p [n/5]>(n/5) g p g p p

que 400! termina em exatamente 99 zeros. Dai, 405! termina em exatamente 100 zeros. Logo 100 nao é

saltitante e portanto Mabelita nao o escreveu em seu caderno.

Corretor | Revisor
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(c) (25 pontos) Mostre que para todo k, existe uma progressao aritmética formada por & nimeros sal-

titantes.

Solucao:

Na verdade, basta provar algo mais forte: para todo &, existem * numeros saltitantes consecutivos. Para

isso, observe que quando passamos de (5¢)! para (5(t +1))! obtemos um nimero saltitante somente quando

5 divide ¢t +1 e além disso, o mimero de saltitantes consecutivos serd uma unidade a menos que a maior

poténcia de 5 que divide ¢+ 1. Assim, basta tomar ¢ =5 —1_ Dai, se (5t)! termina em exatamente ¢

zeros, o niimero (5(¢ +1))! terminard em exatamente ¢+ & +1 zeros. Isso implica que ¢+1 ¢+2 ..., {+k
sao k nimeros saltitantes consecutivos.
Barema de Correcgao
Questao 4 — Nivel 3
Item Solugao Critérios de correcao Pontuagao
Percebeu que os nimeros saltitantes aparecem em 3
Até 5 pontos
(5k)!
(a) 11, 17, 23, 29 e 30
Determinou corretamente todos os mimeros saltitan- ,
tes Até 10 pontos

(b) | 100 nao é saltitante

Observou que 405! termina em 100 zeros, utilizando
o raciocinio do item (a).

Até 15 pontos

Resolveu a equagao 100 = Ln / BJ + Ln / 52J +...para

determinar se o nimero 100 é saltitante.

Até 15 pontos

Nao existem progres-
soes aritméticas com
(c) is de 4 element
mais de 4 elementos e
razao maior que 1.

Demonstrou que existem % mimeros saltitantes con-
secutivos, para todo ke N.

Até 25 pontos

Mostrou que nao existem progressoes aritméticas
com mais de 4 elementos e razao maior que 1.

Até 25 pontos

PONTUACAO MAXIMA 50 pontos
Corretor | Revisor
0




Pégina 11 Segunda Fase - 11 de agosto de 2018 - NIVEL 3 CODIGO DO ALUNO | | | | | |

RASCUNHO




