Nivel 3

1°, 2° e 3° Anos do
Ensino Médio

Nome completo

CADERNO DE QUESTOES

3? Olimpiada de Matemadtica
do

Distrito Federal
Segunda Fase

31 de Agosto de 2019

Endereco completo

Complemento (casa, apartamento, bloco)

Bairro

Cidade UF CEP
Email Telefone (celular)
Assinatura Telefone (alternativo)

Marque o grupo de sua escola
GRUPO 1 (SEDF) GRUPO 2

CODIGO DO ALUNO

INSTRUQOES

Preencha os seus dados no quadro acima. Utilize letra

de forma

2. Escreva seu cédigo no espago acima e em todas as
péginas!

3. Lembre-se de assinar o quadro acima e a lista de
presenga.

4. A prova pode ser feita a ldpis ou a caneta.

5. A duracdo da prova é de 3 horas. Vocé s6 poderd deixar a
sala de prova 45 minutos apds o inicio da prova.

6. Ao terminar a prova, entregue-a ao aplicador. A solucao
de cada questao deve ser escrita no local reservado para
ela, de maneira organizada e legivel. Nao serao aceitas

7. Na corregdo serdo considerados todos os raciocinios
que vocé apresentar. Tente resolver o maior nimero
possivel de itens de todas as questoes, principalmente
o item (a) de cada questao.

8. ATENCAO!! Justifique todas as suas respostas.

RESPOSTAS SEM JUSTIFICATIVAS NAO SERAO
PONTUADAS!

9. Nao é permitido:

a)usar calculadoras ou qualquer fonte de consulta;

b)comunicar-se com outras pessoas, além do aplicador
de provas;

N h . c)usar quaisquer aparelhos eletronicos (celulares,
solugoes fora das dreas destinadas a ela. . . L.
tablets, relégios com calculadora, m&quinas
fotograficas, etc.).
O nao cumprimento dessas regras resultard em sua desclassificagao.
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Questao 1. Mabelita definiu um nimero serrote, como um nimero da forma a,a, ...
tais que a, < a, > a, < a, > .... Por exemplo, 12 e 1736 sao serrotes, mas 1987 e 140 nao sao.

a,, com digitos distintos e nao nulos

(a) (10 pontos) Quantos niimeros serrotes com 2 algarismos existem?

Corretor | Revisor

(b) (15 pontos) Qual é o maior niimero serrote?

Corretor | Revisor
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(c) (25 pontos) Quantos nimeros serrotes existem com 4 algarismos?

Corretor | Revisor
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Questao 2. Um conjunto {a,, a,, ..., a_} com m inteiros positivos ¢ chamado Diofantino com a propriedade D(n) se para

m

quaisquer dois elementos a, e a; distintos desse conjunto existe um inteiro positivo n tal que o nimero aa, + néum

quadrado perfeito.
Por exemplo, {1, 2} é Diofantino com a propriedade D(2), pois 1-2 + 2 = 4.

(a) (10 pontos) Mostre que {1, 3, 8, 120} é um conjunto Diofantino com a propriedade D(1).

Corretor | Revisor

(b) (15 pontos) Prove que existe um conjunto com 4 elementos que é Diofantino com a propriedade D(2019%).

Corretor | Revisor
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(c) (25 pontos) Existe algum conjunto com 4 elementos que é Diofantino com a propriedade D(n), para n = 2 (mod 4)?

Corretor | Revisor
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Questao 3. Seja a funcio f.'A—>R,f(x):\/ax4—|—baj3—|—cx2+dx, onde a=—F, b=—(F,+F,), c=—F,d=F,¢ F

representa o i-ésimo termo da sequéncia de Fibonacci em que Fy = F, =1e F,_ =F,_ +F Vne€ {2,3,4,...}.

n—1

(a) (10 pontos) Encontre os coeficientes a, b, ¢ e d. Apés isso, substitua os coeficientes pelos seus valores e fatore a
expressao algébrica (ax4 +bz e’ + dx) como produto de quatro polinémios de primeiro grau.

Corretor | Revisor

(b) (15 pontos) Encontre o maior conjunto 4 C R (dominio de f) no qual f estd definida.

Corretor | Revisor
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(c) (25 pontos) Encontre o valor méximo de f(z);z € A, onde A & o conjunto encontrado no item (b).

Corretor | Revisor
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Questao 4. Considere ABCD um trapézio de bases AB ¢ DC (AB < DC), cujos comprimentos sao dados por AB=n

e DC =m.

(a) (10 pontos) Se os prolongamentos dos lados obliquos DA e CB encontram-se no ponto E , prove que a razao entre

a area do trapézio ABCD e a area do triangulo EAB é dada por (m+l)[m—1j.
n n

Corretor

Revisor

(b) (15 pontos) Sejam M um ponto do lado DA e N um ponto do lado CB, tais que o segmento MN ¢ paralelo as bases
do trapézio ABCD e o divide em dois trapézios equivalentes. Determine o comprimento de MN em fungao de n e m.

Corretor

Revisor
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(c) (25 pontos) Suponha agora que o trapézio ABCD seja isésceles, de altura igual & unidade. Se PQRS ¢ o retangulo de
drea maxima cujos vértices P e @) estao sobre os lados obliquos DA e CB, respectivamente, e cuja base SR estd contida
na base DC do trapézio, encontre, em fungao de n e m, a drea do retdngulo PQRS e a razao entre a sua maior e a sua

menor dimensao.

Corretor

Revisor
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RASCUNHO




