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INSTRUCOES (leia com atencao):

Caro(a) aluno(a),

1. Esta prova é constituida de 4 questoes, cada uma com valor de 50 pontos. Os itens de cada questao tem sua

pontuacao indicada na prova. Sugerimos que vocé resolva os itens na ordem proposta.

2. A duragao da prova é de 3h, incluindo o tempo de envio das solugoes.

3. As solugoes devem ser MANUSCRITAS feitas a caneta de tinta preta, de maneira organizada e legivel.
Atencao !!! Nao serao aceitas solugoes enviadas fora das dreas destinadas a elas.

4. Ao terminar de resolver a prova, digitalize suas solugoes no formato PDF, vocé pode utilizar seu smartphone
com um App (Tiny Scanner ou Cam Scan). Nao serao aceitos arquivos de imagem ou fotografias, somente ar-

quivos em PDF.

5. Na correcao serao considerados todos os raciocinios que vocé apresentar. Tente resolver o maior nimero

possivel de itens de todas as questdes, principalmente o item (a) de cada questao.
6. Respostas sem justificativas nao serao consideradas na corregao.

7. Nao é permitido:

a. usar instrumentos de desenho, calculadoras ou qualquer fonte de consulta;

b. comunicar-se com outras pessoas durante a prova ou compartilhar solugoes de questoes por qualquer meio. O

nao cumprimento dessas regras resultard em sua desclassificagao.

8. Lembre-se de que, ao participar da OMDF, o aluno se compromete a nao divulgar contetido das questoes até

a publicacao do gabarito no site da OMDF.

Acesse nossa pagina www.omdf.com.br

Boa Prova!
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6* OLIMPIADA DE MATEMATICA DO DISTRITO FEDERAL 0
Segunda Fase — Nivel 3 (1°, 2° e 3° Anos)

Questao 1. Sobre as equagoes e fungoes quadrdticas responda os itens a seguir:

2
- —12 4
(a) (15 pontos) Determine as raizes reais da equagao 5:102—334- =
Solugao z° =52 +6
Temos que a equagao é equivalente ao sistema

1.

53;2—123:—1—4:3:2—5364-6 4o — Tz —2=0 ac:20uac:—l
& =4 4

22 —524+6=0 r=2exr=3 r=2ex=3

.. o, 1
LOgO a unica raiz e —Z.

(b) (35 pontos) Seja n um nimero inteiro positivo. Quantas fungdes quadréticas f(z) = 2> —pr—q,com peq

inteiros positivos, possuem raiz real positiva menor que n ?
Solugao

Para a equacgao - pr—q =0, temos que A = p2 4+ 4q > 0 e como a soma das raizes e o produtos sao, res-
pectivamente, p e —q¢, as raizes tém sinais contririos, z, <0 e z, > 0.

Devemos ter 0 < z, <n o que implica que f(n)> 0, portanto

n’ —pn—q>0=¢q< n’ — pn , e para cada valor inteiro de p tal que 1 < p <n —1, ou seja,

p=1=1<gq < n? —n, logo temos n®—n-—1 funcoes

p:2:>1§q<n2—2n,log0 temos n? —2n —1 funcdes

p=3=1<gqg<n®>—3n,logo temos n®> —3n —1 fungdes

p=n—1=1<g<n®—(n—1n,logo temos n—1 fungdes
Portanto, o total de fungoes é igual a

(n2—n—l)+(n2—2n—1)+...+n—1:%(n2—2)(n—1)

Questao 2. Em uma circunferéncia sdo marcados n (n > 3) pontos distintos, dos quais apenas um ¢é pintado de
vermelho.

(a) (15 pontos) Se n 5, quantos poligonos convexos com vértices nesses pontos existem e que possuem um
vértice vermelho? E quantos ndo possuem um vértice vermelho?

Solugao

Observe a figura a seguir
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Vamos utilizar a tabela a seguir para fazer a contagem dos poligonos:

4 ABCD, ABCE,
=4 ABDE, ACDE, =1
3 4
4 ABC, ABD, ABE, 4 BCD, BCE,
,|=6 ACD, ACE, ADE L= BDE, CDE,
11 5

(b) (35 pontos) Considerando os n (n > 3) pontos, qual é a diferenga entre o nimero de poligonos convexos que
tém um vértice vermelho e o niimero de poligonos convexos que nao possuem um vértice vermelho?

Solucao

Observe que, do item anterior, o miimero de poligonos com vértice vermelho a mais que o niimero de poligonos
sem vértice vermelho é igual ao nimero de triAngulos com vértice vermelho. De fato, existe uma bijecao entre
os poligonos com k£ lados e com um vértice vermelho e os poligonos com k£ —1 lados sem um vértice vermelho,
para 3 <k <n (basta apagar o vértice vermelho).

Dessa forma, a diferenga entre o total de poligonos com vértice vermelho e o total de poligonos sem vértice
vermelho é igual ao niimero de maneiras de escolher 2 pontos entre os n —1 pontos nao pintados para formar
um tridngulo com vértice vermelho. Ou seja

(n—1)(n—2) -
2

Questao 3. Seja ABCD um quadrado de lado a. Considere EFGH um segundo quadrado, de lado b, com seus
vértices posicionados sobre os lados de ABCD , conforme a figura. Um terceiro quadrado @ , em cinza, possui

um dos seus vértices no ponto D e os outros vértices sobre os lados AD, EH e CD, respectivamente.

A F B
B

G
D H C

(a) (10 pontos) Determine o comprimento de AE em fungao de a e b.
Solucao
Observe a figura a seguir
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A a-z F = B
. b
b
Fi a-T
G

z
N b .

Q
D H a-z C

Aplicando Pitiagoras no AAEF , temos b =1? + (a— x)2 , segue que

20 % \J4a? — 8(a® — b?) L, aEvA —a?

202 —2ax+a® - =0= 12 =

4 2
. a+V2b* — @ - a—N2b? —d? a—\2b* — a® -
Observe ainda que, se z = B — entao a—1x = S — e se = — entao

a—T =

®+ lo2 _ 2
-

Por fim, devemos ter que 2° —a> > 0= ‘a‘ < Q‘b‘ .

(b) (15 pontos) Qual é o comprimento do lado do quadrado cinza em fungao de a e b?

Solugao

De acordo com a figura anterior, os triAngulos AENP e AEDH sao semelhantes, se z¢é a medida do lado do
quadrado cinza, temos que

D
(c) (25 pontos) Suponha que a posi¢ao do quadrado EFGH seja tal que o - 3" Qual ¢é a razao entre as dreas

do quadrado cinza e do quadrado ABCD?

Solugao
a (a a)
DH 1 N 1 - 3% 3/ 2
Se — = —, entao z :—im:g,logoz:x(a x):3 3. _ 2
2 a—x 2 3 T a
3
4a* S 4a? /81 4
Portanto, a drea do quadrado cinza é SQ 2= ¢ e _ % 2/8 =—.
81 S aBcD a 81
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6* OLIMPIADA DE MATEMATICA DO DISTRITO FEDERAL 0 F
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Questao 4. Dado um nimero natural n > 10, Mabellita definiu o suco de n, denotado por S(n), como o nitfiero
formado pelos algarismos de n que estdao em posigoes representadas por nimeros primos (da esquerda para a

direita), respeitando a questao do algarismo nao-nulo como o primeiro da esquerda, se n <10 entao o suco de

n & zero. Isto é, se n = a,a,a,0,a.a.a, ..., entdo S(n) = a,a,a.a.a,, ..., por exemplo, o suco de 2 & 0, o suco de

2023 é 2 e o suco de 192837460 ¢ 9234.

(a) (10 pontos) Encontrar o valor de S(987654321) 7
Solugao

S(987654321) = $87p54321 =8753
(b) (15 pontos) Existe algum muiltiplo de 4 na sequéncia S5(2023), S5(20232023), S5(202320232023),
5(2023202320232023), ... 7

Solugao
Nao, observe que todo inteiro positivo é da forma 4k, 4k +1, 4k 2 ou 4k + 3, para k € N. Os mimeros da

forma 4k ou 4k + 2 nao sao primos, pois sao miiltiplos de 2 e todos os mimeros da forma 4k 4+ 1 nao sao todos

primos, por exemplo, 9, 21, 25 etc.... Como os algarismos 0 e 3 ocupam sempre as posigoes 4k ou 4k + 2 eles
sempre serao “riscados”. Dessa forma o suco dos niimeros que sao obtidos justapondo-se o niimero 2023, for-

mam a sequéncia: 2, 22, 222, ..., 222...22 e nenhum serd muiiltiplo de 4.

k
(c) (25 pontos) Resolva a equagao ZSi(n) =2023 para k=1 ¢ k=10 onde n€N, S’(n)=n (n>10),

S'(n) = S(n) e S*(n) = S(S*"(n)).
Solugao
(1) Para k=2
2

> "8 (n) = n+ S(n) = 2023
1=0

Primeiro observe que n é um nimero de 4 algarismos, pois n = 2023 — S(n) e S(n) terd no maximo 2 algaris-

mos. Suponha que n =a
analisar.

105050, , com 0 <a, <9,para i=2, 3, 4 eaq € {1, 2}. Com isso temos 2 casos para

Caso 1: a =2, entao a, = 0 e temos

2
n -+ S(n) = 2023 = 20aa, + a, = 2023 = 2000 + aza, + a, = 2023

$11a3+a4=23:a3=2ea4:1
Logo n = 2021

Caso 2: a; =1, entao temos

n+ S(n) = 2023 = la,a.a

o0y 4+a2a3=2023=>1000+aaa

9030, + Q)0 = 2023

:>110a2—|—11a3+a4:1023:>a3:9:>11(13-|—a4:33:>a3:3ea4:0
Logo n =1930
(2) Para k=10

iSi(n) =n+S(n)+ S(S(n)) + ...+ 5™ (n) = 2023
i=0
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6 OLIMPIADA DE MATEMATICA DO DISTRITO FEDERAL 0 F
Segunda Fase — Nivel 3 (1°, 2° e 3° Anos) N
Primeiro observe que, como no item anterior, n é um mimero de 4 algarismos, logo D
I T\ _ 20N _ 300N by alog oy
n = a,a,a,a, = S (n) = a,a, = S°(n) =a; = §°(n)=5"(n)=...=5"(n) =0

Entao nossa equacao é n + S(n) + S(S(n)) = 2023 e basta proceder como no item anterior.

Caso 1: a) =2, entao a, =0 e temos

2

n+ S(n) + S(S(n)) = 2023 = 20a,a, + a4 + a; = 2023 = 12a, + a, = 23, essa tltima equacao nao tem solucao.

Caso 2: a; =1, entao temos

n+S(n) + S(S(n)) = 2023 = laya,a, + a,a, + ay = 2023 = aya,a, + aya, + a, = 1023,

segue que a, =9 e temos 9Ya,a, —I—@—kas =1023 = 12a; +a, =33 =4a,=2eqa, =9

Logo n =1929.
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