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Segunda Fase — Nivel 3 (1°, 2° e 3° Anos) N

Questao 1. Um nimero palindromo, ou capicuia, € um ntimero que lido da esquerda para direita ou da direita para esquerda

tem sempre o mesmo valor, por exemplo, 77, 121, 7557, 63536 sao palindromos, mas 1332 nao é.

(a) (10 pontos) Quantos palindromos de 3 digitos existem?
Solucao
Pelo principio multiplicativo temos que ha 9x10x1 =90 palindromos de 3 digitos.

(b) (15 pontos) Gandalf tem trés caixas, A, B, C, nessa ordem. Cada caixa tem inicialmente seis cartées numerados com 1,
2,3, 4, 5, 6, mas, por um descuido, ele perdeu pelo menos um cartao da caixa C. Gandalf, entao, pega um cartao de cada
caixa, colocando-o na frente de sua caixa para formar um nimero de 3 digitos. Ele verificou que poderia formar exatamente

24 palindromos dessa maneira. Quantas cartoes ele perdeu da caixa C?

J 4
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Solugao
Para obtermos um palindromo devemos ter os nimeros das caixas A e C iguais e da caixa B podemos retirar qualquer um

dos 6 cartoes, portanto temos:

z-6-1 =24 = z = 4, portanto ele perdeu 2 cartoes da caixa C.
ABC

(c) (25 pontos) Gandalf agora substitui todos os cartdes da caixa A por 90 cartées numerados com todos os nimeros de 2
digitos e 0 mesmo ele faz com a caixa B. Ele substitui todos os cartoes da caixa C por 9 cartoes numerados com 1, 2, 3, 4,
5,6, 7,8, 9. As caixas sdo colocadas na ordem A, B, C. Ele pega um cartao de cada caixa e o coloca na frente da caixa.

Quantos palindromos de 5 digitos diferentes Gandalf pode fazer?

25
A

19), /3
B C
VA

Pelo principio multiplicativo temos que hd 9x10x 9 = 810 palindromos de 5 digitos.

Solucao

Questao 2. Durante 5 anos, Sauron forjou um total de 31 anéis de poder. Em cada ano ele forjou mais anéis do que no ano

anterior e no quinto ano ele forjou o triplo de anéis do primeiro ano.

(a) (10 pontos) E possivel ele ter forjado 9 anéis no quarto ano?

Solugao

Suponha que Sauron tenha forjado 9 anéis no quarto ano, desta forma, ele forjou no minimo 12 anéis no quinto ano e 4
anéis no primeiro ano. Portando, sendo a; o nimero de anéis no ano i, i € {1, 2, 3, 4, 5}, temos que

a +ay+ag+ay+a; >3+4+5+9+12=33, 0 que é um absurdo.
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(b) (15 pontos) Quantos anéis ele forjou em cada ano?
Solugao
Se Sauron forjou a; ==z anéis no primeiro ano, entao a, >z+1, a3 >2z+2, gy >2+3 e a; =3z, ou seja,
a +ay +ag+a, +ag >T7r+6.

Por outro lado, temos que ay <3z -1, a; <32—-2, a, <3z —3,ouseja, a; +a, +a3 +a, +a; >13z-6.

Dai segue que

e 3
13z—6>31 0= sol= =

Portanto, Sauron forjou, respectivamente, nos 5 anos: 3,4, 7, 8, 9 ou 3, 5, 6, 8, 9 anéis.

(c) (25 pontos) Considerando que os anéis que Sauron forjou no quarto ano sao iguais entre si, de quantas maneiras ele pode
colocar esses anéis em seus 5 dedos de modo que cada dedo tenha pelo menos um anel? E se os anéis fossem diferentes?
Solugao

Seja a, o nimero de anéis em cada dedo para i € {1, 2, 3, 4, 5}, temos que:

a +ay+ag+a,+a; =8, a >0, ou seja, q >1, fazendo a,—-1=2 =q =2+1, a equagao fica

T, + 2y + 24 + 24 + 25 = 3, dessa forma queremos o mimero de solugoes inteiras nao negativas da tltima equagao, que é

igual a = 4'—3'

7! X , . .
4] = 35, que é o niimero de maneiras de colocar os anéis nos 5 dedos.

Caso os anéis sejam diferentes, entao o mimero de maneiras de Sauron coloca-los nos seus 5 dedos é igual a 35 x 8!.

Questao 3. Considere dois circulos com didmetros a e b, mostrados nas figuras 1 e 2 abaixo. Na figura 1 as circunferéncias
- a+b

sao tangentes entre si e na figura 2 as circunferéncias nao tém ponto em comum e a medida de AB = .

(o)

Figura 1 Figura 2

B

(a) (10 pontos) Determine: na figura 1, a medida do segmento AB (tangente comum) e a medida da distancia do ponto de

tangéncia (P) das circunferéncias a tangente comum. Na figura 2, a distancia entre os centros das circunferéncias (0102 ).

Solugao
Observe as figuras a seguir
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Temos que D

a+b a—0>

(1) No triangulo O,0,FE : AB? = ( 2 —( Y =ab= AB = Jab

(2) Da semelhanga entre os tridngulos O,0,F e O,PD, temos que

2 2
L:a—/2:>x:ab—a,log0 PF:a-’-x:a—i—ab a = ab
b—a a+b 2(a+0b) 2a+b) a+bd

2 2
O,
b—a
01/ \F 2
A ot B

a+bo b—ay a® +b?
)+ (=) = -

Temos que 0,0, =
e \/(2 2 2

(b) (15 pontos) Utilizando o item (a), prove a desigualdade entre as médias quadrética, aritmética e geométrica, ou seja,

f 2 2
a® +b a-+b . . "
prove que 5 > 5 >+ab , onde a e b sao mimeros reais positivos.

Solugao

2 2
Da solugao do item (a) basta observar que 0,0, > a —2'_ b > \/% = 1/% S8 ;’ b > \/J .

A igualdade ocorre se as duas circunferéncias sao iguais, ou seja, a = b, e tangentes entre si.

1
(c) (25 pontos) Demonstre que 25+ yS > 78’ onde T e Y sdo nimeros reais positivos tais que * +y =1.

Solugao
Utilizando a desigualdade entre as médias, item (b), temos que:

2 4 ]
8 8 4\2 4\2 4 4 8 8 4 4 2 2
\/x+y :\/(w)ﬂy)zxﬂ/ N o I e o NS o
2 2 2 2 2 2 2
8
4y (1) _ L
2 “l2] 128

Questao 4. Sejam z € y numeros inteiros positivos tais que \/:B + Nz + \/; =v.

(a) (10 pontos) Demonstre que a equacao nao tem solu¢ao em z se y =1.
Solugao

Se y =1, temos que

\[x—l—\/x—l—\/; =1= x—l—\/; =1—xz, dessa forma deveriamos ter 1 —z > 0=z <1, como z > 0 é inteiro teriamos

que 0 <z <1,ouseja, =1, 0 que é impossivel. Portanto a equacao nao tem solugao.
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(b) (15 pontos) Determine todos os pares (z, y) que satisfazem a equagio \x + Vz + \/; =qy.

Solugao
Observe que

\/x—i—\/x—i-\/; Zy:>$+\/$+\/;=y2:> x—l—\/;:yz—x:x—l—\/;:(yQ—x)Q

Vamos fazer y2 — T =2, z€ N, logo temos que
\/;:z—xQZt:x:t2, t € N, segue que t2+t:z2,mas t2<t2+t<(t+1)2,0useja,

< <(t+1?=>t<z<t+1,o0queéum absurdo.

(c) (25 pontos) Determine todos os pares (x, y) que satisfazem a equagio 202%/ T+ 202\2/x + 202\2/; =y.

Solucao

Temos que
2022 .
0 /:1: + 202\2/; — 202 _ 202\2/; — 2022 _ 2022 0 Gaf segue que

x = (z2022 — :1;)2022 . Fazendo 2%"%2 —z =t , temos que z = t?"?2, t e N.

t2022 Z2022 2021 22022

+t= = (t*" +1) =
f = 2022 2021 g 2022

, como t > 0, podemos escrever

e z=ab, a, b € N. Entao, temos que

(0,2022 )2021 +1= b2022 PN b2022 _ 02022 — 1. c= a2021

y , podemos escrever

b —c) O + 02200 4 4 pP0 L P2 1 hp—c=1=b=c+1, ou seja,

(c+ 1)2022 — 2022 = 1, por outro lado, observe que (c+ 1)2022 — 22 > 14 92022¢ ,isto &, 1+2022¢ <1< ¢<0=¢=0
, entao

CL2021

=¢c=0=a=0=>2=ab=0=¢t=0=2=0=y =0. Portanto a tinica solugao possivel & (z, y) = (0, 0), mas
como z e y sao inteiros positivos a equagao nao tem solugao, ou seja, seu conjunto solugao é vazio (S = &).
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